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Esercizi proposti nel Cap. 6 - Soluzioni

Esercizio 6.1
La soluzione ottima ¢ il vertice® = [ﬂ di valorez(v*) = 9, vedi Figura 1 in fondo al file.

Esercizio 6.2

Il poliedro € illimitato superiormente, in Figurgif fondo al file) &€ evidenziata una direziahe= [(1)] di
costo positivo.

Esercizio 6.3

La soluzione ottima ¢ il verticg® = [8] di valorez(v*) = 0, vedi Figura 3 in fondo al file.

Esercizio 6.4

* La soluzione ottima € il verticg® = [(5)] di valorez(v*) = 15, vedi Figura 4 in fondo al file.

* Modificando il primo vincolo la soluzione ottimaasia orizzontalmente pdr < k < 1, e poi lungo la
retta2x; +x, =12 perl <k < 22/3. Per valori maggiori, il vincola; + x, < 5 + k non € piu attivo
e quindi la soluzione ottima non cambia piu, veduFa 4bis in fondo al file.

Esercizio 6.5

La forma standard richiede l'introduzione di dueiatili di scartox, e xs:

minz(x) =—x; — 2x, — x3
2x1 - x2 + X4 = 0
3x1 —2x, + x3 — x5 = —3

X1,X2,X3,X4,X5 =0
Esercizio 6.6

La condizione di illimitatezza é espressa dal Lenéma il quale afferma che se il poliedro € nonteusd
esiste un vettoré direzione del poliedro, cioé soluzione del sistenmepgeneo

2d, —dy —ds +2d, = 0

3d, +dy —2ds +d, =0

dy —2d, +3ds —dy =0
dy,dy, ds,dy =0

tale chec’d = 2d, — 3d, + d; — d, < 0 allora il problema ¢ illimitato inferiormente. Risendo il sistema
omogeneo



3d1+d2_2d3+d4=0

{Zdl_dz_d3+2d4=0
d1_2d2+3d3_d4=0

si ottiene la soluzioné, = 0, d, = d; = d,, che € ammissibile &> 0 e fornisce I'unica direzione del
T

poliedro (|d|| = 1): d = [o Y Y 1/\/§] . Poich&™d = 2d, — 3d, + ds — dy = —V3 < 0 si

conclude che il problema di PL ¢ illimitato infameente.

Esercizio 6.7
1 1 1
* L’insiemeB = {1,2,3} corrisponde alla matri 2 1| che ha determinante2 e quindi & una
3 -1 0
—1/2 1/2 1/2 1
base. L'inversa & —3/2 3/2 1/2 , il vettoreAz'h = 33/4 > 0, quindiB € un insieme di indici di
3 -2 -1 0
base ammissibile.
~ 1 1 0 ~
* LinsiemeB = {1,2,4} corrisponde alla matri 2 1 | che ha determinant&tB = 0 e quindi
3 -1 -2

non & una base. QuinBinon & un insieme di indici ammissibili di base.

Esercizio 6.8

Problema in forma standard:
minz(x) = —4x; — x5
Xy +Xx; —x3=05
{Bxl —Xx;, +x4=2
X1,%X3,%3,%4 2 0

SeB™W = (3,4} si ha il problema in forma canonica rispett@&":
minz(x) = —4x; — x5
—X1 —X; +x3=-5
{ 31— x5 +x4=2
X1,X5,%3,X4 =0

da cui si deduce chg&®) & un insieme di indici di base non ammissibile;

SeB® = {1,2} si ha il problema in forma canonica rispett®@&:

_ 7 3 41
m1nz(x)=—zx3 +Zx4_T
(o117
I x1—1x3 +Zx4=Z
_ 3 1 13
gty s g

X1,X5,X%3,%X4 =0

da cui si deduce chg® & un insieme di indici di base ammissibile ma atiimo. Poiché&; < 0 e A; < 0
segue dal Teorema 6.3 che il problema dato ¢ ilitminferiormente, e quindi non esiste un insieline



indici di base corrispondente a una soluzione atiil@l problema. Non & quindi necessario provaraligii4
insiemi di indiciB® = {1,3}, B® = {1,4}, B® = {2,3}, B©®) = {2,4}.

Utilizzando invece la funzione obiettivmin z(x) = x; — 2x,, che in forma standard diventa
min z(x) = x; + 2x;, € che portata in forma canonica rispet®f4 diventa:min z(x) = 34—3 + %x3 + %x4,

si evidenzia I'ottimalita di questo insieme di iadili base. Una soluzione ottima del problema fiiete

I'unica) éx* = [x; x; x3 x4]7 = E % 0 0] :

Esercizio 6.9

Poiché il problema dato & di pianificazione delleoduzione, le variabili rappresentano i livelli di
produzione, cioe il numera; di pezzi prodotti in un anno per il clienie=1,..,4. L’obiettivo &
massimizzare il profitto. Una formulazione del gesba (in un anno le macchine possono lavorare 12000
min e I'operaio 96000 min) e la seguente:

max z(x) =120x; + 160x, + 260x3 + 80x,
8x, + 7x, + 12x3 + 7x, < 120000

10x; + 8x, + 10x3 + 9x, < 120000
6x1 +9x, + 12x3 + 15x, < 96000
X1,%X2,%3,%X4 =0

Che in forma standard diventa:
min z(x) =—120x; — 160x, — 260x; — 80x,
8xq1 + 7xy + 12x3 + 7x4 + x5 = 120000
10x4 + 8x, + 10x3 + 9x4 + xg = 120000
6x1 + 9x, + 12x3 + 15x4 + x; = 96000
X1,X2,X3,X4,X5,%Xg, X7 = 0

La decisione del responsabile aziendale di nonysrecper i clienti 2 e 4 corrisponde a ipotizzagsistenza
di una soluzione ottima in cui, e x, sono fuori base. La decisione di utilizzare tuéteore disponibili
corrisponde a considerare fuori base anchelLa decisione e appropriata se esiste una baseaotion
queste caratteristiche. Si devono quindi analizgas@tro basi corrispondenti agli insiemi di indg§? =

{1,3,5}, B® = {1,3,6}, B® = {1,5,6}, B® = {3,5,6}. Dal Teorema 6.2 si ha cl#é* = {3,5,6} risulta una
soluzione ottima, in quanto:

12 1 0 oo 1/,
AB@)=[1O 0 iq,A;é)= 10 -1 | chwAzly=[0 0 =260/ ]=yT
12 0 0 0 1 —10/12

N® = {1,2,4,7}, Eywm=cpm — Y Ayw = [10 35 245 65/5] = 0.

X
X3 0 0 1/;5 |r1200007 10000 x; 8
x5] = A;(14)b =|1 0 -1 [120000] = [24000]. Xy@ = = 0
0
0

SBA ottima: xg@w =
X6 1 —10/12 96000 40000 X,

Quindi la scelta ottimale & di produrre 10000 pgeziil cliente 3, utilizzando tutte le ore uomsgbnibili.
Esercizio 6.10

e P éil poliedro, non il problema. Quindi I'affermazie non e corretta. Un’affermazione corretta sa¥ebb
stata: “se esiste un punto € P tale che, per ogni € P, si ha che(x*) < z(x), allora il problema
min{c”x: Ax = b; x > 0} ammette soluzione ottime”;

* corretta;



» [l'affermazione non é corretta, ad esempio per oblpma illimitato inferiormente non esiste un punto
x* € P ma il problema non e inammissibile;

* corretta;

* corretta;

» I'affermazione non é corretta, il problema é illiaid inferiormente se esiste una direzidrdgel
poliedro di costo negativo, ovvero tale ehie= 0;d > 0; c’d < 0.

» [l'affermazione non e corretta, I'esistenza di uBRADttima non esclude I'esistenza di soluzioniro#i
non SBA, che infatti possono esistere;

» I'affermazione non é corretta, un’affermazione etie €: “il problema ammette soluzione ottima se
P # O e per tutte le direzionl € P sihac™d > 07;

* corretta;

» [l'affermazione non e corretta, le SBA degeneri lmapitl din — m variabili con valore pari a 0;

» corretta (vedi Corollario 6.1).

Esercizio 6.11

Problema in forma standard:
min z(x) = —40x; — 30x, — 50x3
X, + 2%y + 2x3 + x4 = 30
3x1 + x5, + x3+ x5 =40
X1 + Xy + X3 —x6 = 10
X1, X2,X3,X4,Xs5,Xg = 0
Il puntox nel problema in forma standard corrisponde allazsonex = [10 0 10 0 0 10]7, che & una
SBA in quanto agli indici di base = {1,3,6} corrisponde la matrice di base:

1 2 0
Ag =13 1 0| chehaletdy =5 # 0 e che quindi € una base ammissibil@ anche una soluzione
1 1 -1
ottima del problema, come si puo verificare applit@la condizione del Teorema 6¢c2: > 0. Infatti:
—1/5 2/5 0

A,;l=l3/5 —1/ OJ,C£(4)A;(14)=[—22 -6 0]=y"

2/5 1/5 -1
N ={2,4,5}, ch=ck —yTAy =[20 22 6] > 0.

Esercizio 6.12

Problema in forma standard:
minz(x) =4x, + 2x,
X1+ 2x,—x3=4
—X1 42X, + x4, =4
—2x1 +4xy,+x5 = 12
X1,%X2,X3,X4,X5 = 0
il punto corrispondente&= [0 2 0] in (P’) &[0 2 0 0 4]7 ed & una SBA (degenere) in quanto le
colonne4, e A, sono linearmente indipendenti.
Per verificare 'ottimalita della soluzione & nes@$o associare una basg.d.a SBA degenere puo essere
associata a piu basi, nello specifico quelle cpomgienti agli insiemi di indidB™® = {2,5,1}, B® =
{2,5,3} e B®) = {2,5,4}. Pertanto & necessario verificare le condizigni 0 per tutte e tre le combinazioni,
arrestandosi eventualmente alla prima verificata.
PerB® = {2,5,4} la condizione di ottimo & verificata. Infatti:



2 0 0 1/, 0 0

AB(s)—[Z 0 1] Ay =|—2 0 1| chodzm =[1 0]=yT
4 10 -1 1 0

N® = {13}, cy=cye — ¥ Ay = [3 1] 2 0.

Esercizio 6.13

* la soluzione ottima per via grafica € il punto= [0 5/4]T, cui corrisponde l'ottima(x*) = 25/4;

« il puntox =[5 0]7 non potra mai essere una soluzione ottima del enablin quanto viola il secondo
vincolo e pertanto non € una soluzione ammissibile;

« ipuntix =[1 6]T ex =[2 2]7 non potranno mai essere soluzioni ottime del prohlen quanto non
sono soluzioni ammissibili viola il terzo vincolo ¥ viola il secondo.

Esercizio 6.14

+ Allo scopo si puo utilizzare il Lemma 5.1. Quindi= [0 4 2 0 0]” non & SBA in quanto le colonne
A, e A; sono linearmente dipendenti, infattit{4, A;]=0, ¥ =[0 2 0 0 0]7 & una SBA
(degenere) in quanto I'unica colonAg costituisce un insieme indipenderte= [2 0 0 6 0]7 & SBA
in quanto le colonnd; e A, sono linearmente indipendenti, infattit{4; A4] = 3 # 0;

* X e una SBA degenere. Un insieme di indici di bageid ottenere aggiungendo alla colomha
(necessariamente in base) una colonna da essanie@a indipendente, quindij 0 A, 0 As. Si
ottengono tre basi associat& andividuate dagli insiemi di indi®#® = {1,2}, B®® = {2,4}, B® =
{2,5}. La verifica delle condizioni di ottimo di con il Teorema 6.2 va quindi eseguita su tutte éet
basi, eventualmente fermandosi alla prima verificsitiva. Allo scopo é necessario portare il protde
in forma standard:

minz(x) = —x; — 2x, + 2x3

X1 — 2%y +2x3 — x4 = —4
{ X1+ Xy — X3—X5 = 2
X1,X2,X3,X4,X5 = 0

e verificare, per ciascuna base, la condizighe: ¢} — chglAN > 0. PerBM si ha:N® = {3,4,5},

1
T 3 2 - _
Chw =12 001 —[-1 —z][ 1, 1/][ O=lo s Y]
QuindiB™ non soddisfa le condizioni di ottimo. PB® si ha:N(Z) = {1,3,5},

_ 0 1111 2 0

qo=lr2o-l-2 o D[} 5 =0 0 -2
Quindi B® non soddisfa le condizioni di ottimo. PB%) si ha:N®) = {1,3,4},
—1, 1)t -1 0
Quindi B® non soddisfa le condizioni di ottimo. Ne segue Zm®n & SBA ottima.
X € una SBA non degenere, I'unico insieme di indiddase associatoR = {1,4}, da cui:N = {2,3,5},

-2 2 071_

ey =1-220]-[-1 O][ 1 1”1 -1 —1]_[_1 1 -1

Ne segue chg non e SBA ottima.

ow=[-120-[-2 o0

« Perlabas@® sihats; < 0 eds = Az'As = [_2/3 _1/3] < 0. Quindi il problema & illimitato
inferiormente. Non occorre proseguire la verifioa ¢e altre basi in quanto la condizione del Teaem
6.3 & una condizione sufficiente.



Esercizio 6.15

Un estremo superioresul numero di basi (e quindi anche sul numeroBi)della matriceA:
1 2 3 4 -4

A=|-4 4 -12 8 7
3 -5 9 8 -10
e dato dal numero di combinazioni di 5 elementldsse 3(2) = 10.

Il numeros comprende anche le basi non ammissibili e le coa#ni di colonne di che non danno
luogo a una base. Per esempio I'insieme di i, 2,3} non rappresenta una base in quanto
detAB == O.



Figura 1: il Poliedro dell'esercizio 6.1
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Figura 2: Il poliedro dell'esercizio 6.2



Figura 3: il poliedro dell'esercizio 6.3




Figura 4: il poliedro dell'esercizio 6.4

Figura 4bis: il poliedro dell'esercizio 6.4 al variare dik

Y



